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1. Az e´rtekeze´s ta´rgya e´s elo˝zme´nyei
Az e´rtekeze´sben a´llapotfu¨ggo˝ ke´sleltete´su˝ differencia´legyenletek bizonyos kvalitat´ıv
ke´rde´seit vizsga´ltam a retarda´lt e´s a neutra´lis egyenletoszta´lyokra. Az a´llapotfu¨ggo˝
ke´sleltete´su˝ egyenletek vizsga´lata Driver munka´ssa´ga´val indult fejlo˝de´snek. Driver
az 1960-as e´vekben az elektrodinamika ke´ttest proble´ma´ja´t vizsga´lta a [20]-[23]
cikkekben, ahol a ke´t test poz´ıcio´ja´t, sebesse´ge´t e´s a ke´t ido˝ke´sleltete´s fu¨ggve´nyt
meghata´rozo´ differencia´legyenlet-rendszert a´ll´ıtott fel, e´s vizsga´lta a megolda´sok
le´teze´se´t, egye´rtelmu˝se´ge´t. A modellben szereplo˝ ido˝ke´sleltete´sek a ke´t re´szecske
ta´voltsa´ga´to´l, azaz a poz´ıcio´jukto´l fu¨ggtek, e´s implicit mo´don voltak definia´lva.
Driver megmutatta, hogy a modellben felle´po˝ ke´sleltete´sek nem mindig korla´tosak,
illetve olyan eseteket is vizsga´lt, amikor a mozga´st le´ıro´ egyenletek neutra´lis diffe-
rencia´legyenletek [22, 23], illetve siettetett e´s ke´sleltetett tagokat egyara´nt tartal-
maznak [47].
Sza´mos egye´b alkalmaza´st modelleztek az irodalomban a´llapotfu¨ggo˝ ke´sleltete´-
su˝ differencia´legyenletekkel. Bu¨ger, Martin [14, 15] illetve Walther [65, 67, 69] a
poz´ıcio´ kontroll proble´ma´t vizsga´lta´k, Insperger, Ste´pa´n e´s Turi [50] e´s Insperger,
Ste´pa´n, Hartung e´s Turi [49] esztergage´p ill. maro´ge´p vibra´cio´ja´t le´ıro´ modellt
adtak meg, Gaticia e´s Waltman [25, 26, 27], Hoppenstadt e´s Waltman [48], Kuang
e´s Smith [55, 56] ja´rva´nyterjede´si modelleket tanulma´nyoztak, Aiello, Freedman,
Wu [1], Al-Omari e´s Gourley [2], Arino, Hbid, Bravo de la Parra [4] ku¨lo¨nbo¨zo˝
popula´cio´s modelleket vizsga´ltak.
A fenti e´s tova´bbi alkalmaza´sok re´szletesebb o¨sszefoglala´sa megtala´lhato´ a [42]
cikku¨nkben, amely to¨bb mint 200, az egyenletoszta´llyal foglalkozo´ cikket dolgozott
fel, o¨sszefoglalja az egyenletoszta´lyra vonatkozo´ alapveto˝ elme´leti eredme´nyeket,
sza´mos alkalmaza´si teru¨leteket ismertet, e´s az egyenletek megolda´sai numerikus
ko¨zel´ıte´seivel kapcsolatos alapveto˝ mo´dszereket is bemutatja.
Tekintsu¨k az
x˙(t) = f(xt), t ≥ 0 (1)
a´ltala´nos autono´m funkciona´l-differencia´legyenletet, e´s az
x(t) = ϕ(t), t ∈ [−r, 0] (2)
kezdeti felte´telt. Itt r > 0 egy ro¨gz´ıtett konstans, f : C → Rn, ahol C a
[−r, 0] → Rn t´ıpusu´ folytonos fu¨ggve´nyek halmaza a maximum norma´val, ϕ ∈ C,
e´s az xt szegmens fu¨ggve´nyt az xt : [−r, 0] → R
n, xt(ζ) := x(t + ζ) ke´plettel
definia´ljuk. Az (1) alaku´ egyenletek elme´leti alapjait e´s alkalmaza´sait sza´mos mo-
nogra´fia vizsga´lta [19, 31, 51, 54]. Az (1) egyenlettel le´ırt modellekben a rendszer
t ido˝pontbeli a´llapota megva´ltoza´sa´nak a sebesse´ge a rendszer mu´ltbeli, me´gpedig
a t − r e´s t ido˝pontok ko¨zo¨tti a´llapota´to´l fu¨gg. Ilyen legegyszeru˝bb szaba´ly az
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x˙(t) = ax(t− τ) alaku´ konstans ke´sleltete´st tartalmazo´ egyenlet, ahol mindig egy τ
ido˝ponttal kora´bbi a´llapot hata´rozza meg a rendszer va´ltoza´sa´t. Ha az egyenletben
felle´po˝ ke´sleltete´s nagysa´ga fu¨gg a rendszer pillanatnyi vagy kora´bbi a´llapota´to´l,
akkor a´llapotfu¨ggo˝ ke´sleltete´sro˝l besze´lu¨nk. Ennek egyik egyszeru˝ pe´lda´ja egy
x˙(t) = ax(t− τ(x(t))) (3)
alaku´ egyenlet, ahol a τ ke´sleltete´s a rendszer aktua´lis a´llapota´to´l, x(t)-to˝l fu¨ggo˝
e´rte´keket vesz fel. Megjegyezzu¨k, hogy ezt az egyenletet is fel´ırhatjuk az (1) alak-
ban, ha az f fu¨ggve´nyt az f(ψ) := aψ(−τ(ψ(0)) ke´plettel definia´ljuk. Az (1) alak-
ban sokkal a´ltala´nosabb a´llapotfu¨ggo˝ ke´sleltete´su˝ tagokat tartalmazo´ modelleket is
megadhatunk (la´sd pl. [42]).
Az a´llapotfu¨ggo˝ ke´sleltete´su˝ differencia´legyenletek elme´lete´nek nehe´zse´ge la´thato´
ma´r a (3) egyenleten is: az f : C → Rn, f(ψ) = aψ(−τ(ψ(0))) fu¨ggve´ny nem
Lipschitz folytonos, me´g akkor sem, ha a τ fu¨ggve´ny a Ck fu¨ggve´nyoszta´lyba tar-
tozik valamely k > 1-re. I´gy a differencia´legyenletek alapke´rde´seinek ta´rgyala´sa
is, belee´rtve a megolda´sok egye´rtelmu˝se´ge´t, a lineariza´lt stabilita´s ke´rde´se´t, a meg-
olda´sok parame´terekto˝l valo´ fu¨gge´se´t a klasszikus funkciona´l-differencia´legyenletek
elme´lete´hez (la´sd pe´lda´ul Diekmann, van Gils, Lunel, Walther [19] e´s Hale e´s Lunel
[31] monogra´fia´it) ke´pest sokszor ma´s mo´dszereket ige´nyel, hiszen nem tehetju¨k
fel, hogy az f fu¨ggve´ny elegendo˝en sima. A folytonos fu¨ggve´nyek oszta´lya teha´t
nem megfelelo˝ va´laszta´sa a megolda´sok a´llapottere´nek az a´llapotfu¨ggo˝ ke´sleltete´su˝
egyenletek esete´n, de nem vila´gos, hogy mi az idea´lis a´llapotte´r va´laszta´s, ku¨lo¨no¨sen
akkor, ha folytonosan differencia´lhato´ fe´lfolyam le´teze´se´t szeretne´nk bizony´ıtani.
Walther a [66, 68] dolgozataiban az (1) egyenletet vizsga´lva olyan felte´telrend-
szert adott meg, amelyet a´llapotfu¨ggo˝ ke´sleltete´su˝ modellek sze´les ko¨re´re teljesu¨l, e´s
amelyek a megolda´s le´teze´se´t, egye´rtelmu˝se´ge´t, a megolda´s opera´tor a´ltal definia´lt
fe´lfolyam folytonos differencia´lhato´sa´ga´t, a linariza´lt stabilita´s te´tele´t, hiperboli-
kus egyensu´lyi helyzetekben C1-sima loka´lis stabil e´s instabil sokasa´g le´teze´se´t ga-
ranta´lja´k. A Walter a´ltal kidolgozott elme´letet C1 elme´letek nevezzu¨k, mivel a
legfontosabb felte´tele az, hogy a megolda´sok kezdo˝fu¨ggve´nyeit szu˝k´ıti a C1 te´r egy
n kodimenzio´s sokasa´ga´ra, amely a
Xf := {ψ ∈ C
1 : ψ˙(0) = f(ψ)}
felte´tellel van definia´lva. Ekkor az Xf -bo˝l indulo´ megolda´sok minden pozit´ıv t-re
Xf -ben maradnak, azaz Xf egy pozit´ıv invaria´ns halmaz a megolda´s fe´lfolyamra vo-
natkozo´an. Krisztin az [52, 53] dolgozataiban a C1 elme´letet haszna´lva megmutatta
CN -sima loka´lis instabil sokasa´g e´s C1-sima centra´lis sokasa´g le´teze´se´t hiperbolikus
egyensu´lyi helyzetekben.
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Ebben a disszerta´cio´ban a´llapotfu¨ggo˝ ke´sleltete´su˝ egyenletek ke´t oszta´lya´t vizs-
ga´ltam, a disszerta´cio´ 2. e´s 3. fejezetben az
x˙(t) = f(t, xt, x(t− τ(t, xt, ξ)), θ), t ≥ 0, (4)








t, xt, x(t− τ(t, xt, ξ)), θ
)
, t ≥ 0, (5)
alaku´ neutra´lis egyenletet. Az egyenletekben ξ ∈ Ξ, θ ∈ Θ illetve λ ∈ Λ e´s χ ∈ X
parame´tereket jelo¨lnek, ahol Ξ, Θ, Λ e´s X adott norma´lt terek. Mindke´t egyenletet
a (2) kezdeti felte´tel mellett vizsga´ljuk, e´s a vizsga´latokban a kezdeti fu¨ggve´nyt, ϕ-t
is parame´ternek tekintettem. A (4) e´s (5) egyenletekben feltettem, hogy a retarda´lt
ill. a neutra´lis tagban is szerepel ido˝- e´s a´llapotfu¨ggo˝ ke´sleltete´s, amit τ ill. ρ
jelo¨l. Mindke´t egyenletben az a´llapotfu¨ggo˝ tagok egy pontbeli e´rte´ket adnak vissza,
ahol a ke´sleltete´s ke´plete explicit mo´don adott, de a ke´pleteikben is szerepelnek
parame´terek. Feltettem tova´bba´, hogy az egyenletekben tova´bbi ke´sleltete´sek is
szerepelnek, amelyeket az f e´s g fu¨ggve´nyek xt szegmensto˝l fu¨gge´se jelo¨l, de ezek
ma´r nem a´llapotfu¨ggo˝ ke´sleltete´seket reprezenta´lnak, azaz feltehettem, hogy f e´s
g sima a ma´sodik va´ltozo´ira vonatkozo´an. Az egyszeru˝bb jelo¨le´s e´rdeke´ben csak
egy a´llapotfu¨ggo˝ ke´sleltete´su˝ tagot vettem fel az f ill. a g fu¨ggve´nyben is, de az
eredme´nyeim ko¨nnyen kiterjesztheto˝k a to¨bb a´llapotfu¨ggo˝ ke´sleltete´s esete´re is.
Az irodalomban sza´mos a retarda´lt a´llapotfu¨ggo˝ ke´sleltete´su˝ egyenletekre vo-
natkozo´, a megolda´sok le´teze´se´t, egye´rtelmu˝se´ge´t ill. a kezdeti fu¨ggve´nyto˝l valo´
folytonos fu¨gge´se´t biztos´ıto´ felte´tel ismert a ku¨lo¨nbo¨zo˝ egyenletoszta´lyokra [20,
42, 43, 63, 72]. Az e´rtekeze´semben a neutra´lis egyenletoszta´lyban az (5) alaku´,
u´.n. implicit neutra´lis egyenletekkel foglalkoztam. Ez a Hale, Lunel [30] klasszi-
kus monogra´fia´ja´ban re´szletesen vizsga´lt ddtG(t, xt) = f(t, xt) alaku´ nemlinea´ris
neutra´lis egyenletek terme´szetes kiterjeszte´se az a´llapotfu¨ggo˝ ke´sleltete´su˝ legegy-
szeru˝bb esetre, egy pontbeli a´llapotfu¨ggo˝ ke´sleltete´st felte´telezve. Hasonlo´ implicit
neutra´lis a´llapotfu¨ggo˝ ke´sleltete´su˝ egyenleteket vizsga´ltak a [3, 8, 16, 18, 34, 35,
40, 57, 58, 62] dolgozatokban, de ezekben to¨bb esetben csak a retarda´lt tagban




t, x(t), x(t− τ(t, x(t))), x′(t− η(t, x(t)))
)
alaku´, u´.n. explicit neutra´lis egyenleteket tanulma´nyoztak [9, 10, 22, 23, 24, 45,
67, 69, 73, 74]. Az (5) alaku´ egyenletere nem ismert az irodalomban megolda´sok
le´teze´se´re e´s egye´rtelmu˝se´ge´re vonatkozo´ eredme´ny, ı´gy azt is bizony´ıtottam az
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e´rtekeze´sben. Hasonlo´, de az (5) egyenletne´l egyszeru˝bb implicit neutra´lis a´lla-
potfu¨ggo˝ ke´sleltete´su˝ egyenletek esete´n a megolda´sok le´teze´se´re, egye´rtelmu˝se´gre,
valamint numerikus ko¨zel´ıte´se´re vonatkozo´ eredme´nyek a [40, 58] dolgozatokban
jelentek meg.
A disszerta´cio´ fo˝ ce´lja a megolda´sok parame´terek szerinti differencia´lhato´sa´ga´-
nak vizsga´lata a (4) e´s (5) egyenletoszta´lyokban. Funkciona´l-differencia´legyenle-
tek megolda´sainak parame´terek szerinti differencia´lhato´sa´ga egy alapveto˝ elme´leti
ke´rde´s. Pe´lda´ul a megolda´sok kezdeti fu¨ggve´nyto˝l folytonosan differencia´lhato´
mo´don valo´ fu¨gge´se folytonosan differencia´lhato´ fe´lfolyam le´teze´se´t biztos´ıtja. Fon-
tos, ma´ig megoldatlan proble´ma olyan felte´tel megada´sa, amely C2-simasa´gu´ meg-
olda´s fe´lfolyam le´teze´se´t garanta´lja a´llapotfu¨ggo˝ ke´sleltete´su˝ egyenletekre. Ez fon-
tos le´pe´s lenne pe´lda´ul a Ck-simasa´gu´ (k > 1) centra´lis sokasa´g le´teze´se´nek iga-
zola´sa´hoz. Az e´rtekeze´semben a kezdeti fu¨ggve´nyen k´ıvu¨l ma´s parame´terek szerinti
differencia´lhato´sa´got is vizsga´ltam. A differencia´lhato´sa´got a disszerta´cio´ban min-
dig a Fre´chet-fe´le e´rtelemben haszna´ltam.
Retarda´lt a´llapotfu¨ggo˝ ke´sleltete´su˝ differencia´legyenletek megolda´sai parame´-
terek szerinti differencia´lhato´sa´ga´t a [17, 32, 43, 66, 68] dolgozatok ta´rgyalta´k.
A [32] dolgozatomban a parame´ter leke´peze´s pontonke´nti e´rtelemben vett diffe-
rencia´lhato´sa´ga´t mutattam meg a
ϕ ∈ C1, ϕ˙(0−) = f(0, ϕ, ϕ(−τ(0, ϕ, ξ)), θ) (6)
kompatibilita´si felte´tel teljesu¨le´se (e´s terme´szetesen az f e´s τ fu¨ggve´nyek folytonos
differencia´lhato´sa´ga) esete´n, azaz a
W 1,∞ ×Θ× Ξ → Rn, (ϕ, θ, ξ) 7→ x(t, ϕ, θ, ξ)
leke´peze´s differencia´lhato´sa´ga´t minden ro¨gz´ıtett t-re a megolda´s e´rtelmeze´si tar-
toma´nya´n. Itt W 1,∞ a [−r, 0] → Rn Lipschitz folytonos fu¨ggve´nyek tere´t jelo¨li,
ahol a norma´t a |ψ|W 1,∞ := max{|ψ|C , |ψ˙|L∞} ke´plettel definia´ljuk. A bizony´ıta´s
egyszeru˝ ko¨vetkezme´nye szerint a
W 1,∞ ×Θ× Ξ → C, (ϕ, θ, ξ) 7→ xt(·, ϕ, θ, ξ),
leke´peze´s is, e´s tova´bbi simasa´gi felte´tel mellett a
W 1,∞ ×Θ× Ξ → W 1,∞, (ϕ, θ, ξ) 7→ xt(·, ϕ, θ, ξ)
leke´peze´s is differencia´lhato´. Megjegyezzu¨k, hogy a (6) felte´tel e´s Walter C1 elme´le-
te´nek az (1) alapfelteve´se a (3) autono´m egyenletre egybeesik. Walter [66, 68] cik-
keiben igazolt, a megolda´sok kezdeti fu¨ggve´ny szerinti differencia´lhato´sa´ga´ra vonat-
kozo´ eredme´nyek a (4) egyenletben szereplo˝ explicit alaku´ a´llapotfu¨ggo˝ ke´sleltete´s
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esete´ne´l a´ltala´nosabb esetre is alkalmazhato´k az autono´m egyenletek oszta´lya´n
belu¨l.
A [43] cikku¨nkben a parame´ter leke´peze´s differencia´lhato´sa´ga´t a (6) kompati-
bilita´si felte´tel ne´lku¨l sikeru¨lt bizony´ıtani. Helyette egy ma´s jellegu˝ felte´telre volt
szu¨kse´g. Feltettu¨k, hogy egy ro¨gz´ıtett x megolda´shoz tartozo´ t 7→ t − τ(t, xt, ξ)





(t− τ(t, xt, ξ)) > 0 (7)
felte´telt valamely α > 0-ra. Egy fontos ku¨lo¨nbse´g a (7) monotonita´si e´s a (6)
kompatibilita´si felte´tel ko¨zo¨tt, hogy a (6) felte´tel egy ro¨gz´ıtett parame´ter e´rte´kre
teljesu¨lhet, de a parame´ter egy kicsi ko¨rnyezete´ben a´ltala´ban ma´r nem teljesu¨l.
Ezzel szemben a (7) monotnita´si felte´tel ha egy adott parame´terre teljesu¨l, akkor
a parame´ter egy kis ko¨rnyezete´hez tartozo´ megolda´sokra is teljesu¨l. Emiatt a [43]
dolgozatban a megolda´s differencia´lhato´sa´ga´t nem csak egy ro¨gz´ıtett parame´ter
e´rte´kben tudtuk igazolni, hanem egy ny´ılt halmazon la´ttuk be a deriva´lt le´teze´se´t
e´s folytonossa´ga´t. Egy jeleno˝s szempontbo´l viszont a [43] dolgozatban bizony´ıtott
eredme´ny gyenge´bb, mint a [32] dolgozat eredme´nye: a parame´ter leke´peze´s diffe-
rencia´lhato´sa´ga´t a
W 1,∞ ×Θ× Ξ → W 1,p, (ϕ, θ, ξ) 7→ xt(·, ϕ, θ, ξ)
e´rtelemben sikeru¨lt bizony´ıtani, azaz a pontonke´nti ill. az ero˝s C vagy W 1,∞-
norma helyett egy gyenge, W 1,p-norma´ban (1 ≤ p < ∞) tudtuk igazolni, ahol
W 1,p a ψ : [−r, 0] → Rn abszolu´t folytonos fu¨ggve´nyek tere, ahol a |ψ|W 1,p :=(∫ 0
−r |ψ(ζ)|
p + |ψ˙(ζ)|p dζ
)1/p
norma ve´ges.
Chen, Hu e´s Wu a [17] cikku¨kben a [43] dolgozat mo´dszereit kiterjesztve meg-
mutatta´k, hogy a (7) monotonita´si felte´tel mellett a
W 2,∞ ×Θ× Ξ → W 1,p, (ϕ, θ, ξ) 7→ xt(·, ϕ, θ, ξ)
parame´ter leke´peze´s ke´tszer folytonosan differencia´lhato´. Itt W 2,∞ olyan W 1,∞
fu¨ggve´nyek halmaza´t jelo¨li, amelynek elso˝ deriva´ltja Lipschitz folytonos, e´s ahol
a norma´t a |ψ|W 2,∞ := max
{
|ψ|C , |ψ˙|C , |ψ¨|L∞
}
ke´plettel e´rtelmezzu¨k. Megje-
gyezzu¨k, hogy a [17] cikk az adapt´ıv a´llapotfu¨ggo˝ ke´sleltete´s esete´t vizsga´lta, azaz
a ke´sleltete´s e´rte´ke´t nem egy explicit mo´don megadott fu¨ggve´ny, hanem egy diffe-
rencia´legyenlet definia´lta.
A [36] dolgozatomban az
x˙(t) = f(t, xt, x(t− τ(t, xt))), t ∈ [σ, T ],
x(t) = ϕ(t− σ), t ∈ [σ − r, σ]
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kezdetie´rte´k-feladatot (k.e´.f.) vizsga´ltam. Itt az egyszeru˝se´g kedve´e´rt a θ e´s ξ pa-
rame´terek nem szerepeltek az egyenletben, de a σ kezdeti ido˝pontot is parame´ternek
tekintettem. A [32] e´s [43] dolgozatok bizony´ıta´si mo´dszere´t kombina´lva sikeru¨lt
igazolnom a (6) kompatibilita´si felte´tel ne´lku¨l, de a (7) monotonita´si felte´telnek
megfelelo˝ felte´tel mellett, hogy a
W 1,∞ → Rn, ϕ 7→ x(t, σ, ϕ)
e´s
W 1,∞ → C, ϕ 7→ xt(·, σ, ϕ)
parame´ter leke´peze´sek a (7) monotonita´si felte´telt teljes´ıto˝ parame´terek kis ko¨rnye-
zete´ben folytonosan differencia´lhato´ak. Megjegyezzu¨k, hogy hasonlo´ eredme´nyt
az e´rte´kke´szleten W 1,∞-norma´t haszna´lva ma´r nem tudtam igazolni a (6) felte´tel
ne´lku¨l.
A (6) kompatibilita´si felte´tel mellet bela´ttam tova´bba´, hogy a
[0, α) → Rn, σ 7→ x(t, σ, ϕ)
e´s
[0, α) → C, σ 7→ xt(·, σ, ϕ)
leke´peze´sek is folytonosan differencia´lhato´ak minden t ∈ [σ−r, α] ill. t ∈ [σ, α]-re, a
monotonita´si felte´telt teljes´ıto˝ (σ, ϕ) parame´tere´rte´kek egy kis ko¨rnyezete´ben, ahol
α > 0 egy bizonyos konstans. Specia´lis alaku´ f e´s τ fu¨ggve´nyek esete´n, azaz az
x˙(t) = f¯
(
t, x(t− λ1(t)), . . . , x(t− λm(t)),
∫ 0
−r





t, x(t− ξ1(t)), . . . , x(t− ξ`(t)),
∫ 0
−r
B(t, θ)x(s + θ) ds
]))
egyenletoszta´ly esete´ben a
[0, α) → Rn, σ 7→ x(t, σ, ϕ)
parame´ter leke´peze´s differencia´hato´sa´ga´t is igazoltam a kompatibilita´si felte´tel ne´l-
ku¨l, csak a monotonita´si felte´telt haszna´lva. Megjegyezem, hogy hasonlo´ eredme´nyt
a (0, α) → C, σ 7→ xt(·, σ, ϕ) leke´peze´sre ma´r nem tudunk igazolni, hiszen megmu-
tathato´ (la´sd [36]), hogy a σ 7→ x(t, σ, ϕ) leke´peze´s a t = σ pontban akkor e´s csak
akkor differencia´lhato´, ha teljesu¨l a kompatibilita´si felte´tel.
Neutra´lis a´llapotfu¨ggo˝ egyenletek megolda´sai parame´terek szerinti differencia´l-








t, xt, x(t− τ(t, xt, σ)), θ
)
t ∈ [0, T ],
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alaku´ neutra´lis egyenletek (ϕ, θ, σ) ∈ W 1,∞×Θ×Ξ parame´terek szerinti differenci-
a´lhato´sa´ga´t vizsga´ltam. Megmutattam, hogy a parame´ter leke´peze´s a pontonke´nti
e´rtelemben, valamint a szegmens fu¨ggve´nyeken a C, e´s bizonyos tova´bbi felte´telek
mellett a W 1,∞-norma´kat haszna´lva is differencia´lhato´ egy megfelelo˝ kompatibilita´si
felte´tel teljesu¨le´se esete´n. Hasonlo´ eredme´ny az (5) alaku´ neutra´lis egyenletekre
nem ismert.
Walter a [71] cikke´ben x˙(t) = f(∂xt, xt) alaku´ explicit neutra´lis egyenleteket
vizsga´lt, ahol a retarda´lt egyenletekre a´ltala kidolgozott C1 elme´letet terjesztette
ki a neutra´lis egyenletre. Ennek sora´n vizsga´lta a kezdeti fu¨ggve´ny szerinti diffe-
rencia´lhato´sa´g ke´rde´se´t is, e´s igen ero˝s felte´telek mellett igazolta azt.
A megolda´sok parame´ter szerinti differencia´lhato´sa´ga´nak, annak elme´leti je-
lento˝se´ge mellett, egy konkre´t gyakorlati alkalmaza´sa is van a parame´ter becsle´s
te´mako¨re´ben. Tekintsu¨k a (4) retarda´lt egyenletet a skala´ris esetben. Tegyu¨k fel,
hogy a k.e´.f.-ban szereplo˝ γ = (ϕ, θ, ξ) parame´ter ismeretlen, de a megolda´snak
ismerju¨k a t0, t1, . . . , t` ido˝pontokbeli X0, X1, . . . , X` e´rte´keit. Ekkor keressu¨k azt a







Ezt a feladatot sza´mos cikk vizsga´lta funkciona´l-differencia´legyenletek sza´mos
oszta´lya´ra vonatkozo´an [5, 6, 11, 12, 37, 38, 40, 41, 44, 60]. A parame´ter becsle´si
elja´ra´sra Banks e´s Groome adtak meg egy hate´kony mo´dszert ko¨zo¨nse´ges diffe-
rencia´legyenletekre. Ennek le´nyege az, hogy a J ce´lfu¨ggve´nyt deriva´lva kereste´k
meg a J ′(γ) = 0 egyenlet ko¨zel´ıto˝ megolda´sa´t. A mo´dszer azon alapul, hogy ki
tudjuk sza´mı´tani az x(t, γ) megolda´s γ szerinti parcia´lis deriva´ltja´t. Ezt az u´.n.
kva´zi-lineariza´cio´s mo´dszert Brewer, Burns, Cliff [5], majd Herdman, Morin e´s
Spies [46] absztrakt differencia´legyenletekre is kiterjesztette´k, amelyet funkciona´l-
differencia´legyenletekre is lehetett alkalmazni. A mo´dszert a [33] dolgozatomban
retarda´lt a´llapotfu¨ggo˝ ke´sleltete´su˝ egyenletekre is megfogalmaztam, e´s numerikus
pe´lda´kon vizsga´ltam a mo´dszer konvergencia´ja´t. Eddig erre az esetre a konvergencia
igazola´sa´t nem ismertu¨k. A mo´dszert egy
ck+1 = ck −D−1(ck)b(ck), k = 0, 1, . . . . (8)
alaku´ itera´cio´val definia´ljuk, ahol a ck ∈ RN vektorok ve´ges dimenzio´s parame´tere-
ket reprezenta´lnak, e´s a D ma´trix e´s a b veltor komponenseit az D2x(t, γ) parcia´lis
deriva´ltak seg´ıtse´ge´vel definia´lhatjuk (la´sd az e´rtekeze´s 3. fejezete´t).
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2. Az e´rtekeze´s mo´dszerei
Brokate and Colonius a [13] cikku¨kben
x′(t) = f
(
t, x(t− τ(t, x(t)))
)
, t ∈ [a, b],
alaku´ a´llapotfu¨ggo˝ ke´sleltete´su˝ differencia´legyenetek lineariza´cio´ja´t, e´s annak sora´n
az
A : W 1,∞([a, b]; R) ⊃ X¯ → Lp([a, b]; R), A(x)(t) := x(t− τ(t, x(t)))
opera´tor Fre´chet-differencia´lhato´sa´ga´t vizsga´lta´k. Feltette´k, hogy τ ke´tszer folyto-
nosan differencia´lhato´ e´s teljes´ıti az a ≤ t− τ(t, v) ≤ b felte´telt minden t ∈ [a, b] e´s
v ∈ R-re, e´s az A opera´tort az
X¯ =
{







m.m. t ∈ [a, b]-re
}
halmazon e´rtelmezte´k. Ilyen felte´telek mellett megmutatta´k, hogy az A leke´peze´s
folytonosan differencia´lhato´, e´s
(DA(x)u)(t) = −x˙(t− τ(t, x(t)))D2τ(t, x(t))u(t) + u(t− τ(t, x(t)))
minden u ∈ W 1,∞([a, b], R)-re. A bizony´ıta´suk egyik kulcsa az ala´bbi eredme´ny.1
1.2.6. Lemma ([13]). Legyen g ∈ L1([c, d], Rn), ε > 0 e´s u ∈ A(ε), ahol















∣∣∣ ds = 0. (9)
Mind az ero˝s W 1,∞-norma az e´rtelmeze´si tartoma´nyon, mind a gyenge Lp-norma az
e´rte´kke´szleten, mind pedig az e´rtelmeze´si tartoma´ny va´laszta´sa fontos volt az 1.2.6.
Lemma bizony´ıta´sa´ban. Megjegyezzu¨k, hogy Manitius [59] hasonlo´ e´rtelmeze´si tar-
toma´nyt e´s norma´t haszna´lt bizonyos a´llapotfu¨ggo˝ ke´sleltete´su˝ egyenletek linea-
riza´cio´jakor.
1A te´telek/lemma´k sorsza´moza´sa az e´rtekeze´sben haszna´lt sza´moza´ssal egyezik meg.
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Az 1.2.6. Lemma a´ltal biztos´ıtott (9) konvergencia tulajdonsa´g alapveto˝ mo´d-
szere volt a kora´bbi [43] e´s a most benyu´jtott [36] cikkeimnek is. A disszerta´cio´ban
a´ltala´nos´ıtottam az 1.2.6. Lemma´t arra az esetre, amikor az u e´s uk fu¨ggve´nyek sza-
kaszonke´nt szigoru´an monoton fu¨ggve´nyek, e´s ı´gy sikeru¨lt a visszanyu´la´si fu¨ggve´ny
monotonita´si felte´tele´t enyh´ıteni a differencia´lhato´sa´gi eredme´nyek bizony´ıta´sa´ban.
Az a´llapotfu¨ggo˝ ke´sleltete´su˝ funkciona´l-differencia´legyenletek megolda´sainak pa-
rame´ter szerinti differencia´hato´sa´ga´t kora´bban ke´t alapveto˝en ku¨lo¨nbo¨zo˝ mo´dszert
haszna´lva vizsga´ltam. A [43] cikku¨nkben Hale e´s Ladeira [30] a´ltal alkalmazott,
kva´zi-Banach terekre kiterjesztett egyenletes kontrakcio´s te´telt, Brokate e´s Colo-
nius 1.2.6. Lemma´ja´t e´s egy specia´lis szorzat norma´t haszna´lva sikeru¨lt retarda´lt
a´llapotfu¨ggo˝ ke´sleltete´su˝ egyenletek megolda´sainak parame´ter szerinti differencia´l-
hato´sa´ga´t megmutatnunk fixpont technika´val. A [32] dolgozatomban egy, a ko¨zo¨n-
se´ges differencia´legyenletek elme´lete´ben alkalmazott direkt mo´dszert (la´sd pe´lda´ul
[64]) a´ltala´nos´ıtottam az a´llapotfu¨ggo˝ ke´sleltete´su˝ esetre, amelyben a γ e´s a γ+h pa-
rame´terekhez tartozo´ x(t, γ) e´s x(t, γ+h) megolda´sokat e´s a γ parame´terhez tartozo´
megolda´s ko¨ru¨li e´s a h e´rte´khez tartozo´ linea´ris varia´cio´s egyenlet z(t, γ, h) meg-
olda´sa´t integra´legyenlet alakja´ban fejezzu¨k ki, e´s fel´ırhatunk egy integra´legyenlo˝t-
lense´get az x(t, γ+h)−x(t, γ)−z(t, γ, h) kifejeze´sre, amibo˝l a Gronwall-egyenlo˝tlen-
se´g alkalmaza´sa´val megmutathato´, hogy |x(t, γ+h)−x(t, γ)−z(t, γ, h)|/|h|Γ → 0, ha
h → 0 a Γ parame´terte´rben. Ekkor kapjuk, hogy a h → z(t, γ, h) linea´ris leke´peze´s
adja az x(t, γ) parame´ter szerinti deriva´ltja´t. Ezt a direkt mo´dszert alkalmaztam
a jelen disszerta´cio´ban is a retarda´lt, illetve a neutra´lis esetben is. Az a´llapotfu¨ggo˝
ke´sleltete´su˝ tagokat is tartalmazo´ neutra´lis integra´legyenlo˝tlense´gek kezele´se´re egy
ismert technika (la´sd pe´lda´ul a [28] cikket) formaliza´lt alakja a ko¨vetkezo˝ lemma´ban
adhato´ meg, amelyet a [34] dolgozatomban bizony´ıtottam.
1.2.2. Lemma ([34]). Tegyu¨k fel, hogy h : [0, α]× [0,∞)3 → [0,∞) monoton no¨vo˝
minden va´ltozo´ja´ban, az η : [0, α] → [0, r] fu¨ggve´nyre a ≤ η(t) for t ∈ [0, α] valamely
a > 0-ra; az u : [−r, α] → [0,∞) fu¨ggve´nyre
u(t) ≤ h(t, u(t), u(t− η(t)), |ut|C), t ∈ [0, α],
e´s
|u0|C ≤ h(0, u(0), u(−η(0)), |u0|C).
Ekkor
v(t) ≤ h(t, v(t), v(t− a), v(t)), t ∈ [0, α],
ahol v(t) := sup{u(s) : s ∈ [−r, t]}.
Az elo˝zo˝ lemma alkalmaza´sa uta´n kapott konstans ke´sleltete´su˝ neutra´lis egyen-
lo˝tlense´get Gyo˝ri [28] dolgozata´ban bizony´ıtott Gronwall-t´ıpusu´ egyenlo˝tlense´ggel
oldottam meg.
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A (4) retarda´lt egyenlet x(t, γ) megolda´sa´nak γ szerinti ma´sodrendu˝ differen-
cia´l le´teze´se´re az irodalomban egy eredme´ny le´tezett. Chen, Hu and Wu a [43]
dolgozatunkban megadott mo´dszert terjesztette´k ki a ma´sodrendu˝ deriva´lt le´teze´-
se´re a [17] cikku¨kben. A disszerta´cio´ban nem ezt a mo´dszert, hanem az elso˝rendu˝
deriva´lt le´teze´se´re is haszna´lt, integra´legyenlo˝tlense´geket haszna´lo´ direkt mo´dszert
alkalmaztam a ma´sodrendu˝ deriva´lt le´teze´se´nek igazola´sa´ra. Itt a ma´sodrendu˝
deriva´lt le´teze´se´hez u´jra feltettem a kompatibilita´si felte´telt, de ki kell emelni,
hogy az elso˝rendu˝ deriva´ltak ma´r nem teljes´ıtenek ilyen kompatibilita´si felte´telt,
ı´gy a bizony´ıta´s sora´n a lineariza´cio´s sza´mola´sok becsle´seiben ero˝sen kihaszna´ltam
az elso˝rendu˝ deriva´lt igazola´sa´hoz haszna´lt mo´dszereket. (La´sd pe´lda´ul a 2.2.4.
Lemma bizony´ıta´sa´t.)
A disszerta´cio´ 3. fejezete´ben vizsga´lt kva´zi-lineariza´cio´s sorozat konvergencia´ja´-
nak igazola´sa´hoz Herdman, Morin, Spies [46] cikke´ben is haszna´lt egyszeru˝ kont-
rakcio´s mo´dszert haszna´ltam. A bizony´ıta´s kulcsa az, hogy sikeru¨lt a kompatibi-
lita´si felte´tel ne´lku¨l pontonke´nti e´rtelemben igazolnom a megolda´s parame´ter sze-
rinti deriva´ltja le´teze´se´t, valamint megmutattam, hogy bizonyos felte´telek mellett a
megolda´s parame´ter szerinti deriva´ltja Lipschitz folytonosan fu¨gg a parame´terekto˝l.
A numerikus pe´lda´kban haszna´lt approxima´cio´s technika´ban Gyo˝ri [28] cikke´ben
bevezetett, majd a [29] cikku¨nkben a´llapotfu¨ggo˝ ke´sleltete´su˝ retarda´lt egyenle-
tekre kiterjesztett mo´dszere´t haszna´ltam a kva´zi-lineariza´cio´s sorozat genera´la´sa´hoz
szu¨kse´ges funkciona´l-differencia´legyenletek numerikus numerikus ko¨zel´ıte´se´re.
Az (5) neutra´lis egyenlet egyik alapfelteve´se az, hogy a neutra´lis tagban sze-
replo˝ a´llapotfu¨ggo˝ ke´sleltete´s fu¨ggve´ny, ρ, egy r0 sza´mmal alulro´l korla´tos, ahol
0 < r0 < r, e´s a g(t, ψ, u, λ) e´s ρ(t, ψ, χ) ke´sleltete´s fu¨ggve´nyek csak a ψ fu¨ggve´ny
[−r,−r0] intervallumra to¨rte´no˝ megszor´ıta´sa´to´l fu¨ggnek. Ez a felte´tel a Hale, Lu-




felte´tel egy ero˝sebb verzio´ja. Walther hasonlo´ felte´telek mellett adott
a megolda´sok le´teze´se´re ill. egye´rtelmu˝se´ge´re eredme´nyeket a [70, 71] cikkeiben,
ahol explicit neutra´lis a´llapotfu¨ggo˝ ke´sleltete´su˝ egyenleteket vizsga´lt. Rezounenko
[61] cikke´ben a´llapotfu¨ggo˝ ke´sleltete´st tartalmazo´ parcia´lis differencia´legyenletek
megolda´sai egye´rtelmu˝se´ge´hez haszna´lta szinte´n azt a felte´telt, hogy a ke´sleltete´s
nem fu¨gg a pillanatnyi ido˝ponthoz r0-na´l ko¨zelebbi megolda´s e´rte´kekto˝l. Hasonlo´
pozitivita´si felte´telt haszna´ltam a [34] e´s [35] dolgozataimban a neutra´lis tagban
szereplo˝ ke´sleltete´sre. Ennek a felte´telnek a seg´ıtse´ge´vel a megolda´sok le´teze´se´hez
a klasszikus le´pe´sek mo´dszere´t lehetett haszna´lni, de a felte´telt ero˝sen kihaszna´ltam
a Gronwall-t´ıpusu´ egyenlo˝tlense´g alkalmazhato´sa´ga´hoz is.
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3. Az e´rtekeze´s fontosabb u´j eredme´nyei e´s alkalmaza´si le-
heto˝se´gei
Az e´rtekeze´sben kora´bbi eredme´nyeimet tova´bbfejlesztve retarda´lt a´llapotfu¨ggo˝ ke´s-
leltete´su˝ egyenletekre ero˝s (pontonke´nti ill. C-norma´ban sza´mı´tott) e´rtelemben
mutattam meg az x(t, γ) megolda´s γ parame´ter szerinti elso˝rendu˝ folytonos dif-
ferencia´lhato´sa´ga´t a kompatibilita´si felte´tel felhaszna´la´sa ne´lku¨l e´s a monotonita´si
felte´tel gyeng´ıte´se mellett. Megmutattam tova´bba´ a kompatibilita´si felte´tel mellett
az x(t, γ) megolda´s γ parame´ter szerinti ma´sodrendu˝ folytonos differencia´lhato´sa´ga´t
pontonke´nti e´rtelemben e´s a C-norma´ban is.
A differencia´lhato´sa´gi eredme´nyek alkalmaza´sake´nt bizony´ıtottam a retarda´lt
a´llapotfu¨ggo˝ ke´sleltete´su˝ egyenletek parame´ter becsle´si feladata megolda´sa´ra vonat-
kozo´ kva´zi-lineariza´cio´s mo´dszer konvergencia´ja´t bizonyos esetekben, e´s teszteltem
a mo´dszer konvergencia´ja´t numerikus pe´lda´kon.
Implicit neutra´lis a´llapotfu¨ggo˝ ke´sleltete´su˝ egyenletek egy a´ltala´nos oszta´lya´ra
a megolda´sok le´teze´se´re, egye´rtelmu˝se´ge´re, a parame´terekto˝l valo´ Lipschitz folyto-
nos fu¨gge´se´re, valamint a megolda´sok parame´terek szerinti differencia´lhato´sa´ga´ra
bizony´ıtottam u´j eredme´nyeket.
Az e´rtekeze´sben szereplo˝ eredme´nyek me´g nem jelentek meg publika´cio´kban,
a 2. fejezet eredme´nyeit motiva´lo´ dolgozatom is me´g megjelene´s alatt a´ll [36]. A
legfontosabb eredme´nyeimet az e´rtekeze´sben szereplo˝ fejezetek szerinti feloszta´sban
ismertetem az ala´bbiakban.
1. fejezet
Az 1. fejezetben a dolgozatban ke´so˝bb haszna´lt jelo¨le´seket e´s az irodalomban is-
mert a´ll´ıta´sokat ismertettem, majd ne´ha´ny ke´so˝bb haszna´lt lemma´t bizony´ıtottam.
Ezek ko¨zu¨l a kora´bban hivatkozott 1.2.6. Lemma ala´bbi a´ltala´nos´ıta´sa´t emelem
ki, amely alapveto˝ fontossa´gu´ a differencia´lato´sa´gi eredme´nyeim igazola´sa´hoz. Te-
kintsu¨k elo˝szo¨r az ala´bbi defin´ıcio´t.
1.2.9. Defin´ıcio´. Jelo¨lje PM([a, b], [c, d]) az u : [a, b] → [c, d] abszolu´t folytonos
fu¨ggve´nyek halmaza´t, amelyek szakaszonke´nt monotonok abban az e´rtelemben, hogy
le´tezik az [a, b] intervallum a = t0 < t1 < · · · < tm−1 < tm = b feloszta´sa, hogy
minden i = 0, 1, . . . , m− 1-re vagy
ess inf{u˙(s) : s ∈ [a′, b′]} > 0, minden [a′, b′] ⊂ (ti, ti+1)-re
vagy
ess sup{u˙(s) : s ∈ [a′, b′]} < 0, minden [a′, b′] ⊂ (ti, ti+1)-re
teljesu¨l.
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|g(uk(s))− g(u(s))| ds = 0.
2. fejezet
A 2. fejezetben az
x˙(t) = f(t, xt, x(t− τ(t, xt, ξ)), θ), t ∈ [0, T ], (10)
x(t) = ϕ(t), t ∈ [−r, 0] (11)
retarda´lt a´llapotfu¨ggo˝ ke´sleltete´su˝ kezdetie´rte´k-feladatot vizsga´ltam.
Az ala´bbi felte´teleket tettem fel a fejezet sora´n az egyes a´ll´ıta´sokhoz:2
(A1) (i) f : [0, T ]× C × Rn ×Θ → Rn folytonos;
(ii) f Lipschitz folytonos a 2., 3. e´s 4. va´ltozo´ja´ra vonatkozo´an;
(ii) f folytonosan differencia´lhato´ a 2., 3. e´s 4. va´ltozo´ja´ra vonatkozo´an;
(iv) f Lipschitz folytonos az 1. va´ltozo´ja´ra vonatkozo´an;
(v) a D2f , D3f e´s D4f parcia´lis deriva´ltak Lipschitz folytonosak minden
va´ltozo´ra vonatkozo´an;
(vi) a D2f , D3f e´s D4f fu¨ggve´nyek folytonosan parcia´lisan differencia´lhato´ak
a 2., 3. e´s 4. va´ltozo´kra vonatkozo´an;
(A1) (i) τ : [0, T ]× C × Rn × Ξ → [0, r] folytonos;
(ii) τ Lipschitz folytonos a 2. e´s 3. va´ltozo´ja´ra vonatkozo´an;
(iii) τ folytonosan differencia´lhato´ a 2. e´s 3. va´ltozo´ja´ra vonatkozo´an;
(iv) τ Lipschitz folytonos az 1. va´ltozo´ja´ra vonatkozo´an;
(v) a (t, ξ) 7→ τ(t, yt, ξ) fu¨ggve´ny Lipschitz folytonos minden
y ∈ W 1,∞([−r, T ], Rn) fu¨ggve´nyre;
(vi) D2τ e´s D3τ fu¨ggve´nyek Lipschitz folytonosak;
(vii) D2τ e´s D3τ folytonosan parcia´lisan differencia´lhato´ak a 2. e´s 3. va´ltozo´kra
vonatkozo´an;
2A felte´telek az egyszeru˝se´g kedve´e´rt va´zlatosan vannak megadva, a pontosan megfogalmazott felte´teleket la´sd a
disszerta´cio´ban.
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(viii) a (t, ξ, θ) 7→ f(t, yt, y(t−τ(t, yt, ξ)), θ) fu¨ggve´ny Lipschitz folytonos minden
y ∈ W 1,∞([−r, T ], Rn) fu¨ggve´nyre.
Jelo¨lje
Γ := W 1,∞ ×Θ× Ξ
a parame´terteret, a szorzat norma´val ella´tva. A γˆ ∈ Γ pont δ > 0 sugaru´ ny´ılt
ko¨rnyezete´t jelo¨lje BΓ(γˆ; δ).
A 2.2. szakasz fo˝ eredme´nye a (10)-(11) kezdetie´rte´k-feladat le´teze´se´re e´s a pa-
rame´terekto˝l valo´ folytonos fu¨gge´se´re vonatkozik.3
2.2.1. Te´tel. Tegyu¨k fel az (A1) (i), (ii), (A2) (i), (ii), felte´teleket, e´s legyen
γˆ ∈ Γ. Ekkor le´teznek olyan δ > 0 e´s 0 < α ≤ T ve´ges sza´mok, amelyre
(i) minden γ ∈ P := BΓ(γˆ; δ) este´n a (10)-(11) k.e´.f.-nak le´tezik pontosan egy
x(t, γ) megolda´sa a [−r, α] intervallumon;
(ii) xt(·, γ) ∈ W
1,∞ minden γ ∈ P e´s t ∈ [0, α]-re, e´s le´tezik olyan L = L(α, δ)
konstans, amelyre
|xt(·, γ)− xt(·, γ¯)|W 1,∞ ≤ L|γ − γ¯|Γ, γ ∈ P, t ∈ [0, α]
teljesu¨l.
Megjegyezzu¨k, hogy a fenti a´ll´ıta´sban a megolda´s e´rtelmeze´si tartoma´nya e´s az
L Lipschitz konstans minden γ ∈ P parame´ter e´rte´kre azonos. Ezt a te´nyt ki-
haszna´ltam a tova´bbi eredme´nyek bizony´ıta´sa´ban. A te´tel e´rtelme´ben a W 1,∞ te´r
terme´szetes va´laszta´s lehet a (10) retarda´lt egyenlet megolda´sai a´llapottere´nek, hi-
szen a feladat jo´l definia´lt ebben a te´rben. Ez a va´laszta´s Walter C1 elme´lete´hez
ke´pest a´ltala´nosabb esetekben is alkalmazhato´, hiszen a megengedheto˝ kezdeti
fu¨ggve´nyek halmaza jo´val bo˝vebb, mint a C1 elme´letben.
A tova´bbiakban a 2.2.1. Te´tellel definia´lt P halmazt e´s az α > 0 konstanst
ro¨gz´ıtettnek tekintju¨k.
A 2.3. szakaszban egy ro¨gz´ıtett γ ∈ P parame´ter e´rte´khez tartozo´ x(t, γ) meg-
olda´s mente´n definia´ltam az L(t, x) : Γ → Rn,
L(t, x)(hϕ, hθ, hξ)
:= D2f(t, xt, x(t− τ(t, xt, ξ)), θ)h
ϕ + D3f(t, xt, x(t− τ(t, xt, ξ)), θ)
×
[
−x˙(t− τ(t, xt, ξ))
(
D2τ(t, xt, ξ)h





+ D4f(t, xt, x(t− τ(t, xt, ξ)), θ)h
θ
3Az a´ll´ıta´sok is to¨bb esetben egyszeru˝s´ıtett alakban vannak megfogalmazva a te´zisfu¨zetben. A re´szletesebb
a´ll´ıta´sokat la´sd a disszerta´cio´ban.
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linea´ris leke´peze´st (hϕ, hθ, hξ) ∈ Γ-ra, e´s tekintettem az ala´bbi kezdetie´rte´k-felada-
tot:
z˙(t) = L(t, x)(zt, h
θ, hξ) a.e. t ∈ [0, α], (12)
z(t) = hϕ(t), t ∈ [−r, 0], (13)




γ = (ϕ, θ, ξ) ∈ P : ess inf
{ d
dt






P2 := {γ = (ϕ, θ, ξ) ∈ P : a [0, α
∗] → R, t 7→ t− τ(t, xt(·, γ), ξ)
leke´peze´s a PM([0, α∗], [−r, α∗]) oszta´lyba tartozik} (14)
parame´ter halmazokat, ahol α∗ := min{r, α}. Ekkor P1 ⊂ P2 ⊂ P .
2.3.9. Te´tel. Tegyu¨k fel, hogy (A1) (i)–(iii), (A2) (i)–(v) teljesu¨lnek, e´s legyen P2
a (14) formula´val definia´lva. Ekkor az
R× Γ ⊃ [0, α]× P → Rn, (t, γ) 7→ x(t, γ)
e´s
R× Γ ⊃ [0, α]× P → C, (t, γ) 7→ xt(·, γ)
fu¨ggve´nyek γ szerint parcia´lisan differencia´lhato´ak minden γ ∈ P2-re, e´s
D2x(t, γ)h = z(t, γ, h), h ∈ Γ, t ∈ [0, α], γ ∈ P2,
valamint
D2xt(·, γ)h = zt(·, γ, h), h ∈ Γ, t ∈ [0, α], γ ∈ P2,
ahol z(t, γ, h) a (12)-(13) k.e´.f. megolda´sa t ∈ [0, α], γ ∈ P2 e´s h ∈ Γ-ra. Tova´bba´
az
R× Γ ⊃ [0, α]× P2 → L(Γ, R
n), (t, γ) 7→ D2x(t, γ)
e´s
R× Γ ⊃ [0, α]× P2 → L(Γ, C), (t, γ) 7→ D2xt(·, γ)
fu¨ggve´nyek folytonosak.
A 3. fejezetben a kva´zi-lineariza´cio´s sorozat konvergencia´ja´nak a bizony´ıta´sa az
egyik esetben az ala´bbi lemma´n alapul, amely a D2x(t, γ) parcia´lis deriva´lt γ-ra
vonatkozo´ Lipschitz folytonossa´ga´ra ad elegendo˝ felte´telt. Tekintsu¨k ehhez elo˝szo¨r
a ko¨vetkezo˝ defin´ıcio´t.
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2.3.7. Defin´ıcio´. Jelo¨lje PW 2,∞ azon ϕ ∈ W 1,∞ fu¨ggve´nyek halmaza´t, amelyek
szakaszonke´nt W 2,∞-fu¨ggve´nyek, azaz le´tezik olyan −r = t0 < t1 < . . . < tm = 0
beoszta´s, amelyre ϕ˙ Lipschitz folytonos a (ti, ti+1) intervallumokon minden i =
0, . . . , m − 1-re, e´s ϕ˙ jobbro´l e´s balro´l is folytonos a ti pontokban minden i =
0, . . . , m-re. A PW 2,∞ halmazon a norma´t a |ϕ|PW 2,∞ := max{|ϕ|C , |ϕ˙|L∞, |ϕ¨|L∞}
ke´plettel definia´ljuk.
2.3.8. Lemma. Tegyu¨k fel, hogy (A1) (i)–(v), (A2) (i)–(vi) teljesu¨lnek, γ∗ =
(ϕ∗, θ∗, ξ∗) ∈ P1. Ekkor le´tezik olyan δ
∗ > 0, hogy minden m ∈ N e´s K ≥ 0
konstansokhoz le´tezik egy N3 = N3(γ
∗, δ∗, m, K) nemnegat´ıv konstans, hogy min-
den γ = (ϕ, θ, ξ) ∈ BΓ(γ
∗; δ∗)-re, amelyre ϕ ∈ PW 2,∞ e´s |ϕ|PW 2,∞ ≤ K, tova´bba´
a ϕ˙ e´s ϕ¨ fu¨ggve´nyek (−r, 0)-beli szakada´si pontjai sza´ma nem nagyobb, mint m,
le´tezik olyan δ > 0, hogy minden hk ∈ Γ-ra, amelyre |hk|Γ ≤ δ teljesu¨l k ∈ N-re e´s
h ∈ Γ-ra, a zk,h(t) := z(t, γ + hk, h) e´s z
h(t) := z(t, γ, h) fu¨ggve´nyekre a
|zk,h(t)− zh(t)| ≤ |zk,ht − z
h
t |C ≤ N3|hk|Γ|h|Γ, t ∈ [0, α], h ∈ Γ
rela´cio´ teljesu¨l.
A 2.4. szakaszban a (10)-(11) k.e´.f. x(t, γ) megolda´sa´nak γ szerinti ma´sod-
rendu˝ deriva´ltja´nak le´teze´se´t mutattam meg. Ehhez elo˝szo¨r vezessu¨k be a Γ2 :=
W 2,∞ ×Θ× Ξ parame´ter teret a szorzat norma´val ella´tva.
Egy ro¨gz´ıtett γ ∈ P2-re legyen x a (10)-(11) k.e´.f. megolda´sa, e´s legyen z
h and
zy a (12)-(13) k.e´.f. h, y ∈ Γ parame´terekhez tartozo´ megolda´sa. Tekintsu¨k a
w˙(t) = L(t, x)(wt, 0, 0) + B(t)〈(z
h
t , h
θ, hξ), (zyt , y
θ, yξ)〉, a.e. t ∈ [0, α], (15)
w(t) = 0, t ∈ [−r, 0]. (16)
k.e´.f.-ot, ahol B〈·, ·〉 egy bizonyos explicit mo´don megadott bilinea´ris leke´peze´s
(amelynek pontos defin´ıcio´ja´t la´sd a disszerta´cio´ 2.4. fejezete´ben).
A kompatibilita´si felte´telt teljes´ıto˝ parame´terek halmaza´t jelo¨lje
P :=
{
(ϕ, θ, ξ) ∈ P : ϕ ∈ C1, ϕ˙(0−) = f(0, ϕ, ϕ(−τ(0, ϕ, ξ)), θ)
}
.
2.4.16. Te´tel. Tegyu¨k fel, hogy (A1) (i)–(vi), (A2) (i)–(vii) teljesu¨lnek. Ekkor
minden t ∈ [0, α]-ra a
Γ2 ⊃ (P2 ∩ Γ2) → R
n, γ 7→ x(t, γ)
e´s
Γ2 ⊃ (P2 ∩ Γ2) → C, γ 7→ xt(·, γ)
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fu¨ggve´nyek ke´tszer differencia´lhato´ak a γ szerint minden γ ∈ P2 ∩ Γ2 ∩ P-ra, e´s
D22x(t, γ)〈h, y〉 = w
h,y(t), h, y ∈ Γ2,
valamint
D22xt(·, γ)〈h, y〉 = w
h,y
t , h, y ∈ Γ2,




[0, α]× (P2 ∩ Γ2 ∩ P)
)
→ L2(Γ2 × Γ2, R




[0, α]× (P2 ∩ Γ2 ∩ P)
)
→ L2(Γ2 × Γ2, C), (t, γ) 7→ D22xt(·, γ)
leke´peze´sek folytonosak.
3. fejezet
Az e´rtekeze´s 3. fejezete´ben a parame´ter szerinti differencia´lhato´sa´g alkalmaza´sa-
ke´nt a (10)-(11) k.e´.f. skala´ris va´ltozata´ra vonatkozo´ parame´ter becsle´si feladatot
vizsga´ltam. Az ala´bbi felte´telre volt szu¨kse´gem.
(B1) n = 1, azaz a (10) egyenlet skala´ris;
(B2) ΓN ⊂ Γ ve´ges dimenzio´s alte´r minden N ∈ N-re;
(B3) le´tezik γ∗ ∈ Γ, amelyre J(γ∗) = 0;










teljesu¨l minden j = 1, . . . , N -re, e´s le´tezik olyan −r < t1 < · · · < tm < 0
beoszta´s, ahol m = m(N), e´s amelyre χ˙ϕ,Nj e´s χ¨
ϕ,N
j fu¨ggve´nyek szakada´si
pontjai a ti pontok minden j = 1, . . . , N -re;




j |Γ ≤ 1;
(B6) minden N ∈ N-re a J fu¨ggve´ny ΓN alte´rre valo´ megszor´ıta´sa´nak le´tezik γN ∈
ΓN loka´lis minimuma.
A felte´teleket teljes´ıto˝ ΓN ve´ges dimenzio´s alterekre a numerikus pe´lda´kban terme´-
szetes va´laszta´si leheto˝se´g a linea´ris spline fu¨ggve´nyek halmaza.
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3.2.1. Defin´ıcio´. Azt mondjuk, hogy a ck ∈ RN sorozat szuperlinea´risan konverga´l
c∗ ∈ RN -hez, ha le´tezik olyan εk ≥ 0 sorozat, amelyre εk → 0, ha k →∞, e´s
|ck+1 − c∗| ≤ εk|c
k − c∗|, k ∈ N.
3.2.2. Te´tel. Tegyu¨k fel, hogy (A1) (i)–(iii), (A2) (i)–(iii) e´s (B1)–(B3) telje-






j ∈ P1 ∩ Γ
N valamely N ∈ N-re, e´s D(c∗) in-
verta´lhato´, ahol c∗ := (c∗1, . . . , c
∗
N)
T . Ekkor erre az N-re a (8) kva´zi-lineariza´cio´s
sorozat loka´lisan szuperlinea´risan konverga´l c∗-hez.
Megjegyzem, hogy a numerikus pe´lda´k azt mutatja´k, hogy a gyakorlatban a
szuperlinea´ris sebesse´gne´l gyorsabban konverga´l a kva´zi-lineariza´cio´s sorozat, de
ennek igazola´sa´hoz nem ismerju¨k a megolda´s elegendo˝ simasa´gi tulajdonsa´ga´t a
parame´terre vonatkozo´an.
3.2.3. Te´tel. Tegyu¨k fel, hogy (A1) (i)–(v), (A2) (i)–(vi), e´s (B1)–(B7) teljesu¨l-
nek, tova´bba´ a (B3) felte´telben szereplo˝ γ∗ parame´terre γ∗ ∈ P1. Legyen δ
∗ > 0




j a (B6) felte´telben
definia´lt parame´ter, cN := (c1, . . . , cN)




|cN |1 + δ






e´s legyen N3 = N3(γ
∗, δ∗, m, K) a 2.3.8. Lemma a´ltal definia´lt konstans. Ekkor ha
γN ∈ BΓ(γ






akkor ilyen N-ekre a (8) kva´zi-lineariza´cio´s sorozat loka´lisan konverga´l cN -hez.
4. fejezet








t, xt, x(t− τ(t, xt, ξ)), θ
)
,
t ∈ [0, T ], (17)
x(t) = ϕ(t), t ∈ [−r, 0] (18)
neutra´lis egyenlethez tartozo´ k.e´.f.-ot vizsga´ltam. Az (A1) e´s (A2) felte´telek mellett
az ala´bbi felte´teleket haszna´ltam fel.
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(A3) (i) g : [0, T ]× C × Rn × Λ → Rn folytonos;
(ii) g Lipschitz folytonos a ko¨vetkezo˝ e´rtelemben:





|ψ(ζ)− ψ¯(ζ)|+ |u− u¯|+ |λ− λ¯|Λ
)
;
(iii) g folytonosan differencia´lhato´ a 2., 3. e´s 4. va´ltozo´ja´ban;
(iv) D2g, D3g e´s D4g Lipschitz folytonos az 1., 2. e´s 3. va´ltozo´ja´ban;
(A4) (i) ρ : [0, T ]× C ×X → [r0, r] folytonos;
(ii) ρ Lipschitz folytonos a ko¨vetkezo˝ e´rtelemben:




|ψ(ζ)− ψ¯(ζ)|+ |χ− χ¯|X
)
;
(iii) ρ folytonosan differencia´lhato´ a 2. e´s 3. va´ltozo´ja´ban;
(iv) D2ρ e´s D3ρ Lipschitz folytonos az 1. e´s 2. va´ltozo´ja´ban.
Megmutattam, hogy a (17) alaku´ egyenletek egy sze´les oszta´lya´ban teljesu¨lnek
a fenti felte´telek. Ebben a fejezetben a parame´ter teret a
Γ := W 1,∞ ×Θ× Ξ× Λ×X
te´rnek va´lasztottam, a szorzat norma´val ella´tva.
4.2.2. Te´tel. Tegyu¨k fel az (A1) (i), (ii), (A2) (i), (ii), felte´teleket, e´s legyen
γˆ ∈ Γ. Ekkor le´teznek olyan δ > 0 e´s 0 < α ≤ T ve´ges sza´mok, amelyre
(i) minden γ ∈ P := BΓ(γˆ; δ) este´n a (17)-(18) k.e´.f.-nak le´tezik pontosan egy
x(t, γ) megolda´sa az [−r, α] intervallumon;
(ii) xt(·, γ) ∈ W
1,∞ minden γ ∈ P e´s t ∈ [0, α]-re, e´s le´tezik olyan L = L(α, δ)
konstans, amelyre
|xt(·, γ)− xt(·, γ¯)|W 1,∞ ≤ L|γ − γ¯|Γ, γ ∈ P, t ∈ [0, α]
teljesu¨l.
A kompatibilita´si felte´telt az ala´bbi mo´don definia´ltam:
P :=
{
(ϕ, ξ, θ, λ, χ) ∈ Γ : g(t, ψ, u, λ) e´s ρ(t, ψ, χ) a t va´ltozo´ra szerint
parcia´lisan differencia´lhato´, e´s a (t, ψ, u) 7→ D1g(t, ψ, u, λ) e´s
(t, ψ) 7→ D1ρ(t, ψ, χ) fu¨ggve´nyek folytonosak t ∈ [0, T ]-re; ϕ ∈ C
1;
ϕ˙(0−) = D1g(0, ϕ, ϕ(−ρ(0, ϕ, χ)), λ) + D2g(0, ϕ, ϕ(−ρ(0, ϕ, χ)), λ)ϕ˙
+D3g(0, ϕ, ϕ(−ρ(0, ϕ, χ)), λ)ϕ˙(−ρ(0, ϕ, χ))
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Definia´ltam a G(t, x) : C × Λ×X → Rn,
G(t, x)(ψ, hλ, hχ)
:= D2g(t, xt, x(t− ρ(t, xt, χ¯)), λ¯)ψ + D3g(t, xt, x(t− ρ(t, xt, χ¯)), λ¯)
×
[
−x˙(t− ρ(t, xt, χ¯))
{





+ D4g(t, xt, x(t− ρ(t, xt, χ¯)), λ¯)h
λ







= L(t, x)(zt, h
ξ, hθ), t ∈ [0, α] (19)
z(t) = hϕ(t), t ∈ [−r, 0] (20)
k.e´.f.-ot h = (hϕ, hθ, hξ, hλ, hχ) ∈ Γ-ra.
4.3.4. Te´tel. Tegyu¨k fel, hogy (A1) (i)–(iii), (A2) (i)–(iii), (A3) (i)–(iv) e´s (A4)
(i)–(iv) teljesu¨lnek, legyen P e´s α > 0 a 4.2.2. Te´tellel definia´lva, γ¯ ∈ P ∩ P, e´s
legyen x(t; γ) a (17)-(18) k.e´.f. megolda´sa a [−r, α] intervallumon γ ∈ P -re. Ekkor
az x(t, ·) : Γ ⊃ P → Rn fu¨ggve´ny differencia´lhato´ a γ¯ pontban minden t ∈ [0, α]-re,
e´s
D2x(t, γ¯)h = z(t, γ¯, h), h ∈ Γ, t ∈ [0, α],
ahol z a (19)-(20) k.e´.f. megolda´sa.
4.3.5. Ko¨vetkezme´ny. A 4.3.4. Te´tel felte´telei mellett a
Γ ⊃ P → C, γ 7→ x(·, γ)t
fu¨ggve´ny differencia´lhato´ minden γ¯ ∈ P ∩ P pontban minden t ∈ [0, α]-re, e´s
D2xt(·, γ¯)h = zt(·, γ¯, h), h ∈ Γ, t ∈ [0, α].
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